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基于序列二次规划方法的高密度电阻率反演

伍开江 , 周启友
(南京大学地球科学系 ,江苏南京 210093)

[摘要] 　针对高密度电阻率成像法反演计算中存在的困难 , 探讨了基于序列二次规划(SQP)方法建立

可行的电阻率反演算法的问题。在对三维点电源二维地电体电位场模型有限元法正演计算的基础上 ,

建立了基于 SQP 方法的高密度电阻率成像法反演算法。根据勘测中测量电极间距的不同 , 提出按不同

的电极间距分别建立优化模型进行参数优化。通过对模拟电阻率模型和实际观测资料的反演计算 , 表

明该算法进行高密度电阻率反演是可行的 , 其具有对初始模型无特殊要求 、收敛速度快的特点。这一反

演算法可望在高密度电阻率成像的反演计算中得到应用。
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　　高密度电阻率法作为一种浅层地球物理勘探

方法已经得到广泛的应用。目前 ,人们已经成功地

应用高密度电阻率成像法对复杂地质条件下水体

在非饱和带的入渗过程进行监测
[ 1]
;利用岩石裂隙

中高温热蒸汽所形成的电阻率差异 ,探讨了高温热

蒸汽在岩石裂隙介质中的扩散过程[ 2] ;对溶液在原

状土柱中的运移过程进行了监测 ,并进一步揭示溶

液在土柱中的空间变化特征[ 3] 。

随着电法勘探数据采集手段的提高 ,目前的电

法仪器已经能够做到自动 、快速地获得大量电压 、

电流数据 。由于在较小范围内数据量多 ,传统的电

阻率反演计算的有效性有时不能满足计算要求 ,这

就需要寻找一种较好地处理非线性最优化问题的

方法来解决高密度电阻率反演计算中存在的问题。

序列二次规划方法(SQP)方法作为非线性规划中

一种较为有效地方法 ,已经在参数优化问题上有了

很多应用 ,如 ,Guo 等
[ 4]
应用 SQP 方法对金属部件

进行了优化设计;Kim[ 5] 在反演导热率的研究中应

用了 SQP 方法;Villafafila[ 6] 用 SQP 方法探讨了海

水淡化操作中的参数优化问题 。然而 ,就目前所

知 ,SQP 方法在电阻率反演方面还没有应用。因

此 ,探讨 SQ P 方法在高密度电阻率反演计算中的

应用具有重要意义。

通过三维点电源二维地电体模型的正演计算 ,

笔者提出了基于 SQP 方法可行的电阻率反演算

法 ,并用该算法对电阻率模型和实测数据进行了反

演计算 。结果表明 ,SQP 方法可以很方便地用于高

密度电阻率反演计算 ,并具有收敛性好 、对模型初

始参数没有特殊要求等优良特性 ,在实际问题应用

中具有很大的潜力。

1　正演问题

笔者采用三维点电源二维地电体模型进行正

演计算 ,但所建立的反演方法同样也适用于三维模

型 。正演计算是采用 Tripp[ 7] 建立二维地电体模型

的方法 ,假定地质体的导电性沿轴向方向(z 方向)

是恒定的 ,则其电阻率可表示为二维函数 ρ(x , y)。

对于稳定电流场 ,描述电位分布的控制方程为

  (x , y , z) =- ρ(x , y)j(x , y , z) (1)

  j(x , y , z) =i s(x , y , z) (2)

式中: (x , y , z) 为电位;j(x , y , z) 为电流密度;

is(x , y , z)为点电源处的电流值。

为求解上面的偏微分方程 ,利用 Fourier 变换 ,

将其转化为求解二维函数 Υ(x , y , kz)的偏微分方

程 。这里所用的 Fourie r变换及其逆变换公式为
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在 z 方向对式(1)和式(2)应用 Fourier变换得

 Υ(x , y , kz)
 x

=- ρ(x , y)J x(x , y , k z) (4)

 Υ(x , y , kz)
 y

=- ρ(x , y)J y(x , y , kz) (5)

i kz  Υ(x , y , k z) =- ρ(x , y)J z(x , y , kz)(6)
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式中:kz 为 Fourier 变换的波数 , Υ(x , y , kz)为经过

Fourier变换后的电位。将式(4)～式(6)中的 J x(x ,

y , kz), J y(x , y , kz)和 J z(x , y , kz)代入式(7)得
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　　加上相应的边界条件就可以得到二维电位场

的数学模型 ,所用的电位场的边界条件为

-
1

ρ(x , y)
  (x , y , z)
 n Г

2

=J 0 (9)

式中:J 0 为边界上的电流密度 。上面建立的数学模

型可通过有限元法求解。用三角形单元对研究区

域进行剖分 ,并应用 Gerlerkin 有限元法 ,即可将原

来的偏微分方程进行离散 ,得到如下线性方程组

G Υ= f (10)

式中:G为对称正定的系数矩阵;f 为右端项。通过

模型参数 ρ, Fourier变换波数 kz 和电流数据求解

上面的线性方程组即可得到各个结点上的 Υi(i=

1 ,2 , …,n)值。取测线处的 z =0 ,则运用 Fourier

逆变换可得到 (x-y)平面上的二维电位值

 (x , y ,0) =(1 /π)∫
+∞

0
Υ(x , y , kz)dkz (11)

　　为验证该计算方法的正确性 ,将正演计算结果

与相应标准三维模型的计算结果进行了比较。正

演计算采用的电阻率模型直径为 60 mm ,电阻率为

300 Ψ m 的柱体 。在柱体中部一截面的位置用10

mV 直流电进行供电 ,采用的测量方式和区域剖分

方式如图 1。

当 Fourier逆变换取 12 个 kz 值时 ,上述二维

模型与标准三维模型的计算结果如图 2。

从图 2可以看出 ,建立的三维点电源二维地电

体的正演计算方法计算得到的电位值与标准的三

维模型计算得到的电位值比较接近 ,说明上面建立

的正演方法比较正确 。

图 1　电阻率模型　　 　　　图 2　二维模型与三　

测量方案和区域剖分　 　　　维模型正演结果比较　

Fig. 1　Measurement and　 Fig. 2　An comparison of forward

element division schemes 　　calculation result between the

of the resistivity model　　　 2-D model and 3-D models

2　反演计算

电阻率反演常用的方法有最小二乘法
[ 3 , 7 ～ 9]

、

alpha 中心法[ 10] 、共轭梯度法[ 11] 、补修法[ 12] 等 。这

里针对高密度电阻率成像法中测量数据多的特点 ,

在 SQP 方法的基础上 ,提出了一个电阻率反演计

算的算法。

SQP 方法有很多种实施方案 , 这里采用

Pow ell等人提议的方法[ 13] 进行 。对于一般有约束

的最优化问题

min

s. t .

　

f(x)

g i(x) =0

g i(x) ≥0

　

　　

i =1 , 2 , … ,m

i =m +1 , …, m +p

(12)

式中:目标函数 f 和所有的约束条件g i 均为定义于

R
n 中的二阶连续可微函数。定义其拉格朗日函数

L(x , u) = f(x) - ∑
m

i =1
g i(x)ui - ∑

m+p

i=m+1
g i(x)u i

(13)

式中:u ={u1 ,u2 , …,um ,um+1 , …, um+p}为拉格朗日

乘子 。该函数关于 x的梯度向量和 Hessian矩阵为

 xL(x , u) = f(x) - ∑
m

i=1
ui  

　　 g i(x) - ∑
m+p

i=m+1
u i  g i(x) (14)

 
2
xL(x , u) = 

2
f(x) - ∑

m

i=1
ui  

　　 2
gi(x)- ∑

m+p

i=m+1
ui  2

g i(x)　　 (15)

　　根据 Powel l等[ 13] 提议的方法 ,对于最优化问

题式(12)可以通过在每次迭代中求解下面的二次
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规划子问题而得到解决:

min 1
2
d
T
H

k
d + f(x

k
)
T
d

s. t.  g i(xk)T d +g i(xk) =0

　　　　　　i =1 , 2 , … ,m (16)

　　 g i(xk)T d +g i(xk) ≥0

　　　　　　i =m +1 , …, m +p

式中:d =x - x
k
;H

k
为正定矩阵 ,是 Hessian矩阵

 2
xL(xk ,uk)的良好近似并在迭代过程中不断更

新。在应用中 ,为保证该算法在具有局部收敛性的

同时也保持整体收敛性 ,采用如下严格罚函数

　W r(x) = f(x)+r ∑
m

i=1
|g i(x)|+

　　　∑
m+p

i=m+1
|min{0 , g i(x)}| (17)

作为效益函数 ,其中 r 为罚因子。沿 d
k
方向对罚函

数进行一维搜索即可求得满足式(18)的 t ,并来确

定迭代步长 t
k
d
k ,即得 x

k+1 =x
k +t kdk 。

W r(xk +t dk) <W r(xk)+β t 

　　[  Wr(xk ,dk) - W r(xk)] (18)

其中  Wr(xk ,d) = f(xk)+ f(xk)T d +

　　　　
1
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T
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m
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k
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k
)
T
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β为满足 0<β <1的参数。

这就是 SQP 方法求解优化模型式(12)的实施

过程 。详细算法见文献[ 13] 。该算法在适当的条

件下 ,具有全局性收敛的同时可保持局部超线性收

敛 ,算法的收敛性证明见文献[ 14] 。

高密度电阻率法的反演问题就是要通过勘测

中获得的电压 、电流数据来确定地质体内部的电阻

率分布。设观测中得到n组电流I =(I1 , I2 , … , In)T

和电压 d =(d1 ,d2 , … ,dn)T数据 ,正演计算区域被

剖分为 m个单元 , ρ=(ρ1 ,ρ2 , …, ρm)T 为各单元的

电阻率值 ,则可由上面建立的正演模型求得相应的

电压值 D =(D1 ,D2 , …,Dn)T 。由计算电压和实测

电压可建立优化模型:

min f(ρ) =∑
n

i=1
[ Di(ρ) - d i ] 2

s. t . a <ρi <b　i =1 ,2 , …, m
(19)

式中:a ,b为根据实际问题对模型参数取值限定的条

件(取a=5 ,b=2 000)。理论上求解此问题就可以根

据实测数据反演得到研究区域内各个单元的电阻率

值ρi(i =1 ,2 , … ,m) 。但在实际问题中 ,由于实测电

压 d往往与由初始模型参数 ρ0正演计算得到的电压

D(ρ)相差较大 ,这样优化模型中目标函数的导数

　 f(ρ) =2 ×∑
n

i =1
[ D i(ρ) - d i]

 Di(ρ)
 ρ

(20)

图 3　高密度电阻率成

像反演计算步骤

Fig. 3　Inversion procedure for

high density electrical resistivity

tomography based on SQP method

就会因多组测量数据的共同影响 ,往往变得很大 ,

从而降低了 SQP 方法的收敛速度 ,并可能导致二

次规划子问题无可行解 ,在实际电阻率计算中也遇

到了二次规划子问题无可行解导致反演失败的问

题 。为解决此问题 ,根据高密度电阻率成像法测量

的特点 ,将测量数据按不同的电极间距分成几组 ,

分别建立目标函数 f i(i=1 , … , N)进行优化 。首

先将一个电极间距的测量数据作为一组 ,建立形如

式(19)的优化模型并进行参数优化 。当满足给定

条件时 ,再对两个电极间距的测量数据建立优化模

型进行参数优化 ,依次类推直到所有的测量数据都

被用于参数优化 ,然后

再用此时的模型参数

进行正演计算 ,并由下

式求得总体目标函

数值

F(ρ) =∑
n

i=1
[Di(ρ) -

d i] 2 (21)

用于判断是否终止迭

代 ,输出优化结果不

等式为

　　ΔF <ε3 (22)

式中:ΔF 为迭代过程

中 F的变化量;ε3 为一

判断是否终止迭代的

参数。若计算的目标

函数值不满足式(22)

则重复上面的操作 ,直

到满足式(22)为止。

这样完整地电阻

率反演的计算步骤见

图 3。其中 , E 为单位

矩阵;ε1 , ε2 为判断子

优化问题计算是否终

止迭代的参数;N 为反

演过程中测量数据被

分成的组数 。
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3　反演实例

为了检验上述反演算法的有效性 ,用该算法对

模拟电阻率模型和实测数据进行了反演计算 。

3. 1　模拟电阻率模型的反演

建立的模拟电阻率模型是直径 6 cm 圆柱体。

设圆柱体沿轴向电阻率是恒定的 ,在其截面上其电

图 4　具有两个异常

体的电性结构模型

Fig. 4　Artificial resistivity

model with two

abnormal bodies

阻率是不同的 ,其电阻率值

分布如图 4 。首先用有限元

法进行正演计算 , 采用三角

形单元将研究区域剖分为

234个单元(图 5a)。用前述

方法可得到该模拟电阻率模

型条件下的电压值 ,然后根

据该电压值反演计算电阻率

分布 。反演计算模型参数初

始值取 ρ0 =160 Ψ m 。采

用电极的四极排列方式 ,共

用到 5种不同的电极间距 ,由 2倍电极间距增长到

6倍电极间距 ,在圆柱体周边沿测线依次进行测量。

因为反演计算中 Jacobian 矩阵 Δ i /Δρi 计算量较

大 ,所以 , 在反演计算中以均质各向同性介质算得

的 Δ i /Δρi作为近似 。图 5b为模拟电阻率模型的反

演结 果 , 反 演 结 束 时 的 电 压 均 方 根 误 差

为12. 2 mV 。

可以看出 ,在边界处反演计算的电阻率与实际

电阻率有一定差异 ,对于模型中电阻率突变的地带

反演计算的电阻率与原模型的电阻率差异较大。

这是由于反演计算在每次迭代中使用近似的 Jaco-

bian矩阵 ,并且模型参数个数大于测量数据组数造

成的 。但总体看来 ,这样的反演结果已经清晰地反

映出模型的电性异常 ,其效果令人满意 。

a - 正演计算有限单元网格结构　b -反演算法的计算结果

图 5　模拟电阻率模型的正反演计算

Fig. 5　Forward and inversed calculation of

the algorithm in artificial resistivity model

3. 2　实测资料反演

对实测资料反演的观测数据来源于多频道高

密度电法勘探系统(Nex t-400 型 ,日本兴和株式会

社制造)直流电法监测 N aCl溶液在岩体中的垂向

入渗过程的研究 。试验所用岩样为高 33. 5 cm 、直

径 6 cm 的砂岩岩柱 。在岩柱周围不同高度的截面

各布 20个电极(图 5a)。测试过程中使用四极法进

行 ,采用 5种不同的电极间距 ,测量中电极间距由 2

倍电极间距依次增长到 6倍电极间距 。这样每次

测量每个截面可得到 100组电压 、电流数据。

反演计算时 ,据测试过程所用电极间距不同将

实测资料分为 5组 ,并按上一节的方法分别建立目

标函数进行反演。先经最初几次试算 ,给出各个时

刻各剖面初始电阻率值 ,然后根据给出的初值统一

进行反演。反演迭代过程中通过电压均方根误差

(RMS)迭代过程中的大小和变化来判断结果是否满

足要求。通过反演计算表明 ,对本次实验得到的实

测数据 ,一般经过 8 ～ 10次迭代 ,电压均方根误差

RMS即由初始时的 400 ～ 700 mV降低 12 ～ 60 mV ,

并逐渐趋于稳定 。图 6为由岩柱体一个截面处的高

密度电阻率法监测资料的反演结果 ,反演结束时的

电压均方根误差均低于 25 mV。反演结果基本反映

由岩柱顶端中心处加入 NaCI 溶液而引起该勘测截

面内部电阻率的变化。

由此可以看出 ,这一基于 SQP 方法建立的电

阻率反演方法对实测数据的电阻率反演也是可行

的 。由于 SQP 方法的特点 ,基于 SQP 方法建立的

高密度电阻率反演算法具有收敛性好 、对初始电阻

率的选取无特殊要求 、对于实际中已知相关地质资

料的情况可以通过加入相应的限制条件来处理等

图 6　实测资料电阻率反演结果

Fig. 6　Resistivity distribut ion obtained

with the SQP inversion algorithm
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优良特性 ,在实际应用中具有很大的灵活性。

4　结语

采用有限元法首先建立起电阻率成像用的正演

模型 ,针对高密度电阻率反演计算的困难 ,在SQP方

法基础上建立一个可行的电阻率反演算法。该法考

虑到测量数据特点 ,针对反演计算中存在的二次规

划子问题无可行解的问题 ,提出根据电极间距不同

分别建立目标函数进行反演计算 ,提高了计算效率 。

通过对模拟电阻率模型和实测数据的反演计算

表明 ,该方法用于高密度电阻率反演是可行的 ,在反

演计算时对初始模型参数的选取没有特殊要求 ,对

实际中已知地质资料问题 ,该法在反演计算中可通

过加入相应限制条件来处理 ,具有很大的灵活性。

笔者建立反演算法是基于 Pow ell等人提议的

SQ P实施方法 ,对于大型的电阻率反演可能会遇到

二次规划子问题无可行解的情况。然而目前的

SQ P 方法也有了一定的发展 ,最新的 SQP 方法已

经可用于求解大型非线性规划问题 ,这还有待于引

入到高密度电阻率反演计算中 。
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High density electrical resistivity inversion based

on sequential quadratic programming method

WU Kai-jiang , ZHOU Qi-you
(Department o f Ear th Sciences , Nanj ing Universi ty , Nanj ing 210093 , China)

Abstract:This paper developed a feasible inverse algorithm based on sequential quadratic prog ramming (SQP) method to deal with

the inversion problems of high density electrical resistivity tomog raphy prospecting. Based on the fo rward calculation of electrical po-

tential for three-dimensional point source and two-dimensional earth with finite element method , an inversion algorithm was built

with SQP method. According to the difference of electrode intervals , the objective function of parameter optimization was fo rmed re-

spectively . Applications of the algo rithm to artificial resistivity models and real data indicated that it is feasible in high density electri-

cal resistivity inversion and has the advantag es of no particular constraints to the initial parameter and high convergence speed. So

this algorithm has great potential applications in the high density electrical resistivity tomog raphy pro specting.

Key words:electrical resistivity;inv ersion;finite element method;par ame te r optimization;sequential quadra tic pro gr amming

me thod
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