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中心对称矿物中 Cu2+六配位

的晶场势能和微扰矩阵元计算

韩照信 , 张锦刚 , 栾丽君
(长安大学地球科学与国土资源学院 , 西安 710054)

[摘要] 　对于离子型或以离子键为主的晶体 , 其光学和磁学性质可用晶体场理论解释。通过晶场微扰

矩阵元的计算 ,可定量地确定晶场光谱谱带位置。以往资料无矩阵元的计算过程 , 只是给出了部分积分

结果 ,这不利于在任何对称情况下晶场微扰矩阵元的计算。推导了中心对称矿物的晶场势能算符 , 计算

了积分值 ,得出了矩阵元以系数 Aλx , r2 和 r4 的表达式。并以绿松石的结构数据为基础 ,计算了 Cu2+的

晶场微扰矩阵元表达式中的系数 Aλx , 从而计算了各矩阵元 ,通过对称矩阵的对角化 , 最终求得绿松石

中 Cu2+d 轨道能量和晶体场谱带位置计算值。 与实验资料对比 , 符合较好。因此 , 用晶体场理论和实

验资料相结合可定量地阐明具离子键晶体的呈色机制。

[关键词] 　晶场;势能算符;矩阵元计算;d 轨道能量

[中图分类号] 　P574　[文献标识码] 　A　[ 文章编号] 　1672-6561(2005)04-0053-05

[作者简介] 　韩照信(1945 -),男 , 山东曹县人 ,教授 , 从事矿物学教学与研究。

　[ 收稿日期] 　2005-11-10

　[ 基金项目] 　陕西省科委项目(97D03)

0　引言

对于离子型或以离子键为主的晶体 ,其光学和

磁学性质可用晶体场理论解释。通过晶场微扰矩

阵元的计算 ,可定量地确定晶体场光谱谱带位置。

已有资料无矩阵元的计算过程 ,只是给出了部分积

分结果 ,这很容易造成矩阵元的计算有误 ,且不利

于在任何对称情况下晶场微扰矩阵元的计算。笔

者推导了中心对称矿物的晶场势能算符 , 对于具

3d
9
电子组态的 Ci对称矿物六配位的晶场微扰矩

阵元进行了计算 ,给出了矩阵元的表达式和晶场 d

轨道能量的计算步骤 ,并结合绿松石 ,具体计算了

晶场 d 轨道能量和晶体场谱带位置 。

1　晶体场势能算符的推导

依晶体场理论 ,单电子的晶场势能可表为:

V(r) = ∑
∞

λ=0
∑
λ

x=- λ
Aλxr

λ
Y λx(θ, Υ) (1)

式中:r为电子的位置矢量;r ,θ, Υ为它的球极坐标;

Y λx 为球谐函数。若将配体当作等效点电荷看待 ,则

式(1)中的系数 Aλx 可为

　Aλx =- ∑
i

4πe2ηi
2λ+1

1
R

λ+1
i

Y λx(Θi , Υi) (2)

式中:R i , Θi , Υi 为第 i个配体的球极坐标 , eηi 为第 i

个配体的等效电荷。

可以证明 ,λ≤2l ,若d电子 ,λ≤4 , λ>4的各项

在微扰计算中不作出贡献 ,λ,X 均为偶数 ,为奇数在

微扰计算中也不作出贡献 ,故 V(r)的简化形式为

V(r) =A00r
0
Y 00 +∑

2

x=-2
A2x r

2
Y 2 x +∑

4

x=-4
A4 xr

4
Y 4 x

式中第一项为常数项 ,不影响能级间相对距离 ,可

舍去 ,所以

V(r) =A20r
2
Y 20 +A22r

2
Y 22 +A2-2 r

2
Y 2- 2 +

A40r
4
Y 40 +A42r

4
Y 42 +A4-2 r

4
Y 4- 2 +

A44r
4
Y 44 +A4-4 r

4
Y 4- 4 (3)

Y λx 相当于Y lm l ,当 X =±2 , ±4时 ,球谐函数为复

数[ 1] , Aλx 与 Aλ, - x ,Y λx 与 Y λ, - x 共轭。由于 A
c
λx =

A
c
λ, - x ,Y

c
λx =Y

c
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s
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分别表示实部和虚部),所以
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2　d轨道晶体场能级的计算

晶体场能级计算分 4个步骤:

(1)确定 d
n
组态的谱项及基态能级 , 如 Cu

2+
,

为 3d9 电子组态 ,只有一个光谱项 ,也是基态谱项 。

(2)定 d
n 组态的各光谱项在各种对称点群作

用下 , 所产生的不可约表示 ,如 Cu2+(3d9),光谱项

在Oh 场中可分裂为
2
Eg 和

2
T2 g ,

2
Eg 为基态 , 在 Ci

场中可进一步分裂为2Ag (dx2 - y2 ), 2Ag (d z2 ),
2
Ag(dxy),

2
Ag (dyz ),

2
Ag (d xz ),

2
A g (d x

2
- y

2 )为

基态 。

(3)确定 5个 d 轨道的波函数 。在 d
n
体系中每

一个电子的总波函数为 Χ=R(r)Θ(θ)Υ(φ)Χs ,考

虑到晶体场势能与 Χs无关 ,径向函数 R(r)与方向

变化无关 ,故 d 轨道的波函数如表 1。
表 1　d 轨道波函数的角度部分在极坐标中的表示[ 2]

Table 1　Part of the Angle of Wave Function

on d-Trajectory in Polar Coordinate

Υlml N Y lm l
(θ, φ) 线性组合

d xy 1 / π 15 /16 sin2 θsin 2φ d xy = 1 /i 2(d 2 - d -2)

d x2- y2 1 / π 15 /16 sin2 θcos2φ d x2- y2 =1 / 2(d 2 +d- 2)

d xz 1 / π 15 /4 cosθsinθcosφ d xz =- 1 / 2(d 1 - d -1)

dyz 1 / π 15 /4 cosθsinθsinφ d yz =- 1 / i 2(d1 +d- 1)

dz2 1 / 2π 5 /8 3 cos2 θ- 1 d z2 = d0

　　(4)求 d 轨道能量。欲求 d 轨道能量 ,必须求

解 d 轨道函数与晶体场算符的矩阵元。考虑到实

球谐函数的正交性 , 由矩阵元组成的久期行列

式为:

H11 - ΔE H 12 H13 0 0

H21 H22 - ΔE H23 0 0

H31 H32 H33 - ΔE 0 0

0 0 0 H44 - ΔE H 45

0 0 0 H54 H55 - ΔE

=0

(5)

式中:H 11 =〈 d z2 |V |d z2〉 , H 22 =〈dx2- y2 |V |

dx
2
- y

2〉 , H33 =〈d xy |V|dxy〉 , H44 =〈dyz |V|dyz 〉 ,

H55 =〈dxz |V|dxz〉 , H12 =H21 =〈dz2 |V|dx2- y2〉 ,

H 13 =H 31 =〈 d z2 |V |dxy〉 , H 23 =H32 =〈d x2 - y2

|V |d xy〉 , H 45 =H54 =〈dyz |V |dxz 〉 。

依 d轨道波函数(见表 1),球谐函数[ 2] ,三角函

数积分值(表 2 , 表 3), 可求积分值∫
π

0∫
2π

0
Y

*
2 ,m(θ,

φ)Y λ, x(θ, φ)Y 2 ,m(θ, φ)sin θdθdφ(表 4)。

表 2　∫π
0
cosm θsinn θdθ值

Table 2　The Calculus of∫
π
0 cos

m θsinn θdθ

co sm θ 1 sinθ sim2 θsim3 θsim4 θ sim 5 θ sim 7 θ sim 9 θ

1 π 2 π /2 4/ 3 3π/8 16/ 15 32/35 256 /315

cos2 θ π/2 2 /3 π /8 4 /15 3π/ 48 16 /105 32 /315 256 /3 465

cos4 θ 3π /8 2 /5 π/16 4 /35 3π /128 16 /315 32/ 1155 256 /15015

cos6 θ 15π /48 2 /7 5π/128 4 /63 3π /256 16 /693 32/ 3003 256 /45045

cos8 θ105π /384 2 /9 7π/256 4 /99 7π /1024 16/ 1287 32/ 6435 256/ 109395

注:当 m 为奇数时 ,积分值为 0

表 3　∫
2π
0 cos

m φsinn φdφ值

Table 3　The Calculus of∫
2π
0 cos

m φsinn φdφ

cosm φ 1 sin2 φ sin4 φ 备注

1 2π π 3π/4

cos2 φ π π/4 π/8

cos4 φ 3π/4 π/8 3π/64

cos6 φ 5π/8 5π/64 3π/128

①当 m或n为奇数时 ,

积分值为 0

②角度为 2φ或 4φ时 ,

积分值分别为φ时

的 2倍和 4倍

表 4　∫
π
0∫

2π
0 Y

*
2 ,m(θ, φ)Yλ,x(θ, φ)Y2 , m(θ, φ)sinθdθdφ值

Table 4　The Calculus of∫π
0∫

2π
0 Y

*
2 , m(θ, φ) 

Yλ, x(θ,φ)Y2 ,m(θ, φ)sinθdθdφ

λ

x

0

0

2

0 2

4

0 2 4

2 π〈dx2- y2 Yλ, x dx2 -y2〉 1 - 2 5 /7 0 1 /7 0 70 /14

2 π〈dxyYλ, x dxy〉 1 - 2 5 /7 0 1 /7 0 - 70 /14

2 π〈dxzYλ, x d xz〉 1 5 /7 30/ 14 - 4 /7 10 /7 0

2 π〈dy zYλ, x dy z〉 1 5 /7 - 30 /14 - 4 /7 - 10 / 7 0

2 π〈dz 2Yλ, x dz2 〉 1 2 5 /7 0 6/ 7 0 0

2 π〈dz 2Yλ, x dx2- y
2〉 0 0 - 2 5 /7 0 30 /14 0

2 π〈dz 2Yλ, x dxy〉 0 0 - 10i / 7 0 30i /14 0

2 π〈dx2- y2 Yλ, x d xy〉 0 0 0 0 0 70i /14

2 π〈dy zYλ, x d xz〉 0 0 30i /14 0 10i /7 0
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　　依表 4和式(4)可求矩阵元

H11 =〈dz2 |V |dz2〉 = 5

7 π
A20r

2 + 3

7 π
A40r

4

H22 =〈d x2 - y2 |V |dx2- y2〉 =- 5

7 π
A20r

2 +

1

7 2 π
A40r

4 + 70

7 2 π
A

c
4 4r

4

H33 =〈d xy |V |d xy〉 =- 5

7 π
A20r

2 +

1

7 2 π
A40r

4
-

70

7 2 π
A

c
4 4r

4

H44 =〈dyz |V|dyz 〉 = 5

7 2 π
A20r

2
-

30

7 2 π
 

A
c
22r

2
-

4

7 2 π
A40r

4
-

10

7 π
A

c
42r

4

H55 =〈dxz |V|dxz 〉 = 5

7 2 π
A20 r

2 + 30

7 2 π
 

A
c
22r

2
-

4

7 2 π
A40r

4 + 10

7 π
A

c
42r

4

H12 =〈dz2 |V |dx2- y2〉 =- 2 5

7 π
A

c
22r

2 + 30

7 2 π
A

c
42r

4

H13 =〈dz2 |V |dxy〉 =- 10i

7 π
A

s
22r

2 + 30i

7 2 π
A

s
42r

4

H23 =〈d x2 - y2 |V |dxy〉 = 70i

7 2 π
A

s
44 r

4

H45 =〈dyz |V|dxz 〉 = 30i

7 2 π
A

s
22r

2 + 10i

7 π
A

s
42r

4

(6)

　　矩阵元求出后 ,通过矩阵对角化 ,可得 ΔE ,即

d轨道能量。

3　绿松石中 Cu
2+
的 d轨道能量计算

3. 1　绿松石中 Cu
2+
的配体球极坐标

[ 3]

绿松石晶体化学式为[ CuAl6(PO 4)4(OH)8  

4H 2O] , 空间群 C
1
i P 1 , Cu2+在结构中为 4 个

OH -和 2 个 H2O 所包围 ,呈 Cu (OH)4(H 2O)2

畸变八面体 ,对称为 Ci , Cu2+处于对称中心位置。

配体的位置如图 1。配体 1 ～ 4 为 OH -位置 , 5 , 6

为 H 2O的位置 ,M 为中心阳离子 ,用 Li 表示第 i

个配体 ,则 M - L3 与Y 轴的夹角为 ΔΥ,M - L 5 与

Z 轴的夹角为 ΔΘ,其在 XY 面上的投影与 X 轴间

的夹角为 Δξ,配体的球极坐标:θ1 =θ2 =θ3 =θ4 =

π
2
;θ5 =ΔΘ;θ6 =π- ΔΘ;Υ1 =0;Υ2 =π;Υ3 =π

2

+ΔΥ;Υ4 =3π
2

+ΔΥ;Υ5 =Δξ;Υ6 =Δξ;R 1 =R2 =

Ra ;R3 =R4 =Rb ;R5 =R6 =R c ;η1 =η2 =ηa ;η3

=η4 =ηb ;η5 =η6 =ηc 。

图 1　Ci对称下配体的位置及畸变角

Fig. 1　The Position and Distorted

Angle of Ligants in Ci-Symmetry

3. 2　求矩阵元中系数

由式(2)得

A20 =-
4πe

2

5
ηa
R

3
a

5
16π

2cos2 π
2
- sin2 π

2
 2 +

ηb
R

3
b

5
16π

2cos2 π
2

- sin2 π
2
 2 +

ηc
R

3
c

 

5
16π

(2cos2ΔΘ- sin2ΔΘ) 2 =-
4πe

2

5
5
16π
 

- 2ηa
R
3
a

-
2ηb
R
3
b

+
2ηc
R

3
c

(2cos2ΔΘ- sin2ΔΘ) =

2 π
5
e2

ηa
R

3
a
+

ηb
R

3
b
+

ηc
R

3
c
(1 - 3co s2ΔΘ)

A40 =- πe
2

6

3ηa
R

5
a
+
3ηb
R
5
b
+

ηc
R

5
c
(35cos

4
ΔΘ-

30cos2ΔΘ+3)
　

A
c
22 =- 2 3π

10
e2

ηa
R

3
a
-

ηb
R

3
b
cos 2Δφ+

ηc
R

3
c
 

sin2ΔΘcos 2Δξ)
　

A
s
22 =- 2i 3π

10
e2

ηc
R
3
c
sin

2
ΔΘsin 2Δξ-

ηb
R

3
b
sin 2Δφ

A
c
42 =

- 5π

3 2
e
2 - ηa

R
5
a

+ηb
R

5
b

(2co s2Δφ- 1)+
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ηc
R

5
c
(7cos2ΔΘ- 1)sin2ΔΘ(2cos2Δξ- 1)

A
s
42 =- 2i 5π

3 2
e2

ηb
R

5
b
cos ΔφsinΔφ+

ηc
R

5
c
 

(7co s2ΔΘ- 1)sin2ΔΘsinΔξco sΔξ)
　

A
c
44 =- 35π

6 2
e2

ηa
R

5
a
+

ηb
R

5
b
(1 - 8sin

2
Δφcos

2
Δφ+

ηc
R

5
c

sin4ΔΘ(1 - 8sin2Δξcos2Δξ)

A
s
44 =- 4i 35π

6 2
e2

- ηb
R

5
b
(sin

3
ΔφcosΔφ-

cos3ΔφsinΔφ)+
ηc
R
5
c

sin4ΔΘ(cos3ΔξsinΔξ-

sin3ΔξcosΔξ)
　 (7)

3. 3　矩阵元计算

查绿松石结构数据
[ 4]

, Ra =0. 195 nm , Rb =

0. 210 9 nm , Rc = 0. 242 2 nm;ΔΥ=6. 5°, ΔΘ=

14. 9°, Δξ=148. 2°。取 ηa =ηb =ηc =0. 6 , e=4. 803

×10
-10
静电单位 。代入式(7)得

A20 =2. 681 17×10
4
　　A40 =- 1. 040 529×10

20

A
c
22 =- 1. 091 116×10

4
A

s
22 =7. 564 87×10

3
i

A
c
42 =1. 748 522×10

19
A

s
42 =- 0. 198 613×10

19
i

A
c
44 =- 1. 032 086×1020 A

s
44 =- 1. 789 976×1019 i

取〈r2〉 = 3. 11a20 , 〈r4〉 = 44. 80a40 ,a0 =

0. 052 92 nm ,1 cm-1相应于1. 986×10- 23 J。将系数

代入式(6)得

H11 =- 2 332 cm
-1
　　 H22 =- 9 018 cm

-1

H33 =3 296 cm
-1

H44 =4 295 cm
-1

H55 =3 759 cm-1
H12 =2 408 cm-1

H13 =923 cm -1
H23 =1 068 cm-1

H45 =- 643 cm-1

故微扰矩阵元形式为

|Z2〉 |x2 - y 2〉 |xy〉 |yz〉 |xz〉

|Z 2〉 - 2 332 2 408 923 0 0

|x2 - y2〉 2 408 - 9 018 1 068 0 0

|xy〉 923 1 068 3 296 0 0

|yz〉 0 0 0 4 295 - 643

|xz〉 0 0 0 - 643 3 759

(8)

|Z 2〉 |x2 - y 2〉 |xy〉 |yz〉 |xz〉

|Z2〉 - 1 835 0 0 0 0

|x2 - y2〉 0 - 9 839 0 0 0

|xy〉 0 0 3 619 0 0

|yz〉 0 0 0 4 723 0

|xz〉 0 0 0 0 3 330

(9)

3. 4　d轨道能量计算

用雅可比方法分别对 3×3和 2×2 的实对称

矩阵对角化 ,求矩阵的 5个特征值 ,即得 5 个 d 轨

道的能量:ΔE1(d z2) =- 1 835 cm-1 ;ΔE2(dx2 -y2)

=- 9 839 cm-1 ;ΔE3(dxy) =3 619 cm-1 ;ΔE4(dyz)

=4 723 cm -1 ;ΔE5(d xz) =3 330 cm -1 , dx2- y2 为基

态 ,其余为激发态 ,基态与各激发态能量差为:Δ1 =

ΔE1 - ΔE2 = 8 004 cm -1 ;Δ2 =ΔE5 - ΔE2 =

13 169 cm -1 ;Δ3 =ΔE3 - ΔE2 =13 450 cm -1 ;Δ4 =

ΔE4 - ΔE2 = 14 562 cm -1 , 计算与实验结果见

表 5 。
表 5　绿松石中 Cu2+晶体场谱带位置

Table 5　The Position of the Crystal

Field Spectra of Cu2+ Ion in Turquoise

光谱数据[5] / cm - 1 计算结果 /cm - 1

6 100 Δ1=8 004

11 000 Δ2=13 169

13 500 Δ3=13 450(743 nm)

15 400 Δ4=14 562(687 nm)

　　从表 5 可看出 ,绿松石中 Cu
2+
晶体场谱带位

置在可见光范围内与计算值符合较好。因此 ,用晶

体场理论可对某些具离子健晶体的呈色机制进行

定量研究。
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Crystal Field Potential Energy and Minute Interference

Matrix Element Calculation on 6-Coordinated Cu2+

in Mineral with Symmetric Conter

HAN Zhao-xin , ZHANG Jin-gang , LUAN Li-jun
(S choo l o f Ear th S ciences and Resources Management , Chang’ an Universi ty , X i’ an 710054 , China)

Abstract:Fo r the ion model cry stals o r the cry stals in which the ionic bond is dominant , the optic and magnetic features can

be interpreted by the cry stal field theo ry . Through the calculation of cry stal field minute interfe rence matrix element , the po-

sition of c rystal field spectr a can be defined mensurably . A lthough some calcula tion results have been g iven in litera tazes , but

the lack o f the matrir element calculation procedure is not beneficial fo r the calcula tion in any circum stances. This paper de-

duces the cry stal field potential operato r on the mineral which has cente r of symmetry , calculates the integ rated value , and

gets the matrix element fo rmula expressed by modulus o f Aλx , r2 and r4 . On the bas is of the str ucture data o f turquo ise ,

this paper calculate s the modulus Aλx of cry stal field minute inter fe rence matrix e lement o f Cu
2+ and calculate the o the r ma-

trix elements. Th rough diagonal manipulation of symme try mat rix , as the r esult , the autho rs g et the d-o rbit ener gy and the

po sitio n of c rystal field spectr a of Cu2+ in turquoise. Compa red w ith the experiment datas , they are consistent. Therefo re ,

combined with the expe riment da tas , this method can illustra te the color forming mechanism of ion cry sta l.

Key words:c rystal field;po tential opera to r;matrix element calculation;d-tr ajector y energ y
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Geochemical Features and Tectonic Setting of

Pingdao Granite in Tianshui Region of Gansu Province

LI Suo-cheng1 , LI Yong-jun2 , LI Jin-bao2 , LIU Zhi-wu2

(1. Geo logical S urvey o f Gansu P rovince , Lanzhou 730000 , China;2. S chool o f Ea rth

S ciences and Resources Management , Chang’ an Universi ty , X i’ an 710054 , China)

Abstract:Five successive stages of magma tion in the Pingdao g ranite could be recognized , they are plag io gr anite , g ranodior-

ite , bio tite adamellite , porphyaceous bio tite adamellite and syeog ranite. The g ranite , w ith NK /A =0. 49 ～ 0. 62 , ANKC>

1. 1 , rich muscavite , and co rundum w hen calculated by CIPW , belongs to the aluminium super sa turation and calc-alkali se-

ries. The TiO2 , FeO , MgO , CaO , and Na2O decrease increasingly but the Fe2O 3 and K 2O increa se strong ly with the SiO2

increasing . Petro chemistry study indicates that the source ro cks o f the Pingdao g ranite are gr ayw acke and fragmental ro cks

and they are rich the LREE , withδEu=0. 35 ～ 0. 7 and intense Eu deple tion. Meanwhile , they are poo r in Ba , Rb , S r , Y ,

Cu , Z r , Ga and N i , but rich in Nb , Ta , Bi , Th , Cr , Sn , Mo , H f and Sc , and especially rich in Hf , Sn and Sc. The infor-

ma tion of the tectonic geochemistry display s tha t the Pingdao g ranite is a intr aplate rift type.

Key words:g r anite;geochemical features;tectonic setting;Pingdao g ranite;Tianshui;Gansu P rov ince
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