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基于混沌时间序列的地下水位多步预测模型
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摘要:利用相空间重构技术 ,并借助 G-P 算法 、C-C 方法和Wolf 方法从宁陵地区地下水位一维时间序列中提取

Lyapunov 指数 ,结果表明此时间序列具有混沌特征。计算了宁陵地区地下水位时间序列的关联维数 、时间延迟

和最大 Lyapunov 指数 ,将局域加权一阶多步预测模型应用于地下水位预测。预测表明 ,此模型可有效应用于地

下水位时间序列的多步预测。
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Table Based on Chaotic Time Series
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Abstract:Apply ing phase space reconstruc tion method , G-P arithmetic , C-C arithme tic and Wo lf me thod , this

paper distills Lyapunov exponents f rom one-dimension time se ries o f unde rg round wa te r table in Ning ling county .

The result indicates that this time series po ssesses the character of chaos. The co rr elation dimension o f time

se ries , time delay and the lar gest Lyapunov exponent o f underg round wa te r table in Ningling county are

calculated. The add-w eighted one-rank multi-steps pr ediction model is developed for the prediction of

unde rg round w ater table. The prediction indicates that this model can be ea sily used in multi-steps prediction of

unde rg round w ater table time se ries.
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0　引言

从时间序列研究混沌 ,始于 Packard[ 1] 提出的

重构相空间理论。对于决定系统长期演化任一变

量的时间演化 ,均包含了系统所有变量长期演化的

信息 。近年来 ,混沌理论 、分形理论以及非线性预

测方法的发展为研究地下水动态提供了新的思路。

通过决定系统长期演化的任一单变量时间序列来

研究系统的混沌行为 ,使基于混沌时间序列的预测

成为可能。

地下水文系统可以通过数值模拟求解渗流模

型来确定地下水动态变化规律 。由于这种方法要

求具备较多的水文地质参数和实测数据 ,加之影响

地下水动态的因素存在着很大的时空变异 ,因而对

于一些资料缺乏 、时空变异较大的研究区域来说 ,

该方法很难获得满意的预测结果 。随机性模型成

本小 、周期短 ,适用于长序列的地下水动态模拟预

报 ,因此得到了不断发展。但由于地下水动态时间



序列常常是非平稳的或非线性的 ,目前常用的随机

模型大多是基于平稳序列或线性序列建模 ,效果不

甚理想。地下水文系统实质上是一个受水文地质

条件控制 ,并受降雨 、气候和人类工程活动等多种

因素影响而发展演化的非线性耗散动力系统
[ 2]
。

由于混沌系统内在的有序性和规律性 ,依据地

下水位的历史数据 ,利用重构相空间方法 ,在一定

时间内对地下水位的预测不但是可能的 ,而且可能

比基于一般统计方法的预测更好 。在一定的时间

尺度内 ,这些要素的变化呈现出一定的规律性 ,可

以对地下水动态进行分析 、预测。

1　相空间重构

对于时间序列 x1 , x2 , … , xn , N 是序列的长

度。根据 G-P(Grassbe rg er-Procaccia)算法[ 3] 计算

出时间序列的关联维 D ,再由 Takens定理选取嵌

入维数 m=2D+1 ,然后用 C-C 方法对时间序列进

行分析得到时间延迟τ
[ 4]
(即观测数据时间间隔的

m倍),从而得到重构相空间

Y i =(xi , xi+τ, …, xi+(m-1)τ) 　　　

　　i =1 , 2 , …, M (1)

式中:M 是重构相空间中相点的个数 , M =N -

(m - 1)τ。

1. 1　关联维数的计算

在实际应用中 ,事先不知道吸引子的维数 ,所

以也无法知道吸引子的嵌入维数。1983年 , Grass-

berger-Procaccia 提出了一种计算嵌入维数的方法 ,

即G-P 算法:定义关联积分函数 Cm(r)

Cm(r) = lim
N →∞

1
N ∑

N

i , j=1
H(r - ‖Y i - Y j ‖) (2)

式中:Y i 为相空间中的相点;r为给定的距离;H 为

heaviside 函数 ,即

H(x) =
1　x >0

0　x ≤0
(3)

在给定 r 后 , C(r)表示两点间距小于 r 的概率 ,在

适当的范围内 ,当 r增加时 , Cm(r)将以 r
D
m 的比率

增加 ,即

Cm(r) ∝r
D

m (4)

两端同时取对数后

ln Cm(r) ∝Dm ln r (5)

所以选取若干个不同的 r ,分别计算相应的 Cm(r),

将这些不同的 r和Cm(r)代入式(5),即可拟合出关

联维数D m 。

1. 2　时间延迟τ的选取

时间延迟τ的选取采用 C-C 方法 ,它是计算时

间延迟的一种总有效方法[ 5] ,则定义嵌入时间序列

的关联积分为

C(m , N , r , t) = 2
M(M - 1)

 

∑
1≤i≤j≤M

H(r - ‖Y i - Y j ‖)　r >0 (6)

式中:m 是嵌入维数;M=N - (m - 1)τ;Y i 为相空

间中的相点;r为给定的距离;H 为 heaviside 函数 。

对于一般的时间序列 ,将其分成 t个不相交的子

序列 ,然后定义每一个子序列的 S(m , N , r , t)为

S(m , N , r , t) =
1
t ∑

t

s=1
[ C(m ,

N
t
,

　　r , t)- C
m
s (1 , N

t
, r , t)] (7)

令 N→∞,且选择对应值最大和最小两个半径 r ,定

义差量为

ΔS(m , t) =max[ S(m , r j , t)] -

　　min[ S(m , r j , t)] 　m =2 , 3 , … (8)

根据 BDS
[ 6]
的统计结论计算

ΔS(t) =
1
4 ∑

5

m=2
ΔS(m , t) (9)

　　依据上述计算结果作图 ,其中 ΔS(t)的第一个

极小值时间 t为该时间序列的延迟 。

1. 3　Lyapunov指数计算

利用 Wolf
[ 4]
方法从单变量的时间序列提取

Lyapunov 指数的方法仍然是基于时间序列的重构

相空间 。Y (t0)为混沌时间序列的初始点 ,设其最

邻近点Y 0(t0)的距离为 L 0 ,追踪这两点的时间演

化 ,直到 t1 时刻 ,其间距超过某规定值 r>0 , L 0′=

|Y (t1)-Y 0(t1)|>r , 并在 Y (t1)邻近另找一点

Y 1(t1),使得 L 0′=|Y (t1)-Y 0(t1)|<r ,并且与其

夹角尽可能的小 ,继续上述过程 ,直至Y (t)到达时

间序列的终点 N ,这时追踪演化过程总的迭代次数

为 M ,则最大的 Lyapunov指数为

λ1 = 1
tM - t0 ∑

M

i=0
ln

L i′
L i

(10)

2　加权一阶局域法一步多步预测模型

2. 1　加权一阶局域法一步预测模型

设中心点Y M 的邻近点为 Y mi , i=1 , 2 , … ,q ,并

且到Y M 的距离为 d i ,设 dmin是中的最小值 ,定义点

Y Mi的权值为
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P i =
exp[ - (d i - dmin)]

∑
q

i=1
exp[ - (d i - dmin)]

(11)

则一阶局域线性拟合为

Y Mi+1 =ae +bY Mi 　i =1 , 2 , … , q (12)

式中:a 、b 为拟合所需的实系数;e 为 q 维向量 ,

e=(1 ,1 , …,1)T ;Y Mi+1是Y Mi演化一步后的相点。

当嵌入维数 m=1时 ,应用加权最小二乘法有

∑
q

i=1
P i(xMi+1 - a - bxMi)

2
=min (13)

将式(13)看成 a 、b的二元函数 ,两边求偏导即可得

到方程组系数 a 、b ,将 a 、b代入一步预测公式Y M+1

=ae+bYM ,即可得到演化一步后的相点预测值

Y M+1 =(xM+1 , xM+1+τ, … , xM+1+(m-1)τ)(14)

这里 ,Y M+1中前(m - 1)个元素为原序列中已知值 ,

其第 m 个元素 xM+1+(m -1)τ即为原序列的一步预测

值 x̂ N +1 。此即加权一阶局域法一步预测模型
[ 5]
。

2. 2　加权一阶局域法多步预测模型

加权一阶局域法一步预测模型的实质是在重

构的相空间中找到与参考点最相似的(m +1)个相

点 ,并根据这(m +1)个相点演化一步的规律进行一

步预测[ 7] 。

对于混沌时间序列 ,相空间中一对最近邻点随

时间演化遵循的是一种指数规律 e
-λ
,参数λ是最

大 Lyapunov指数 ,体现了系统初始闭轨道的指数

发散速率。因此 , 当嵌入维数 m >1 , 且需进行

k(k>1)步预测时 ,可以类似加权一阶局域法一步

预测模型 ,根据这(m+1)个相点演化 k步的规律进

行 k 步预测。具体推导步骤为:

设中心点Y M 的参考向量集{Y Mi}, i=1 ,2 , …,

q ,其演化 k 步后的相点集为{Y Mi+k},一阶局域线性

拟合为

Y Mi+k =ak e +bk Y Mi 　i =1 , 2 , …, q (15)

　　根据加权最小二乘法有

∑
q

i=1
P i ∑

m

j=1
(x

j
Mi+k - ak - bk x

j
Mi)

2
=min

(16)

　　将式(16)看成是关于未知数 ak 、bk 的二元函

数 ,两边求偏导得

∑
q

i=1
P i∑

m

j=1
(x

j
Mi+k - ak - bk x

j
Mi) =0

∑
q

i=1
P i ∑

m

j=1
(x

j
Mi+k - ak - bk x

j
Mi)x

j
Mi =0

(17)

　　根据式(17)求得 ak 、bk ,代入 k 步预测公式

Y M+k =ake +bkY M ,即可得到演化 k 步后的相点预

测值

YM+k =(xM+k , xM+k+τ, … , xM+k+(m- 1)τ) (18)

这里 ,Y M+k中的第m 个元素 x M+k+(m - 1)τ,即为原序

列的 k 步预测值 x̂ N+k 。

3　实例计算

以河南省商丘市宁陵县的地下水位时间序列

为例 ,建立地下水位数学模型 。宁陵县在黄河下游

冲积平原区 , 位于东经 115°15′～ 115°30′, 北纬

34°14′～ 34°37′。浅层潜水含水层以中细砂为主 ,

富水性中等 。地下水主要接受大气降水补给和地

表水入渗补给 ,消耗主要是人工开采 。地下水位动

态比较复杂 ,具有周期性变化规律 ,每年最高水位

在雨季后期的 9 月份出现 ,最低水位在 12 月份到

翌年 1月份之间 ,水位年变幅 0. 20 ～ 3. 00 m 。

根据灌区 7 号地下水长观孔 1982 ～ 2002年 5

日观测 1次的地下水位序列共 21年资料构成单变

量时间序列 。图 1为地下水位对应的给定 m =3 ,

4 , 5 , … ,时 , ln C(r)和 ln r 之间的变化关系。图 2

为地下水位对应的分维数 D 与嵌入维数m 之间的

变化关系。

图 1　7 号长观孔地下水位 lnC(r)-ln r曲线

Fig. 1　ln C(r)-ln r Curve of Underground Water

Table of the 7th Long-Term Observation Pole

由图 2可以得出 ,地下水位时间序列在 m =7

以后关联维数不再随嵌入维数增大而增大 ,这时所

求的嵌入维数即是所求的饱和嵌入维数。因此 ,宁

陵 7号长观孔的地下水位时间序列可以嵌入到 7

维状态空间向量序列。根据 C-C 方法求得时间延

迟τ=9;Wolf方法求得的最大 Lyapunov 指数λ1 =

0. 097 5 ,所以 7号井地下水位时间序列为一混沌时

间序列 。这里用加权一阶局域法多步预测模型对
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2002年 1 ～ 3月的地下水位进行 18步预测(表 1)。

图 2　7 号长观孔地下水位 D-m 曲线

Fig. 2　D-m Curve of Underground Water Table

of the 7th Long-Term Observation Pole

表 1　2002年 7号长观孔地下水位的实际观测值及预测值

Tab. 1　Practise Observation Value and Prediction

Value of Underground Water Table of the 7th

Long-TermObservation Pole in 2002

序号 实测值 /m 预测值 /m 绝对误差 /m

1 44. 47 44. 51 - 0. 04

2 44. 48 44. 54 - 0. 06

3 44. 62 44. 58 0. 04

4 44. 64 44. 60 0. 04

5 44. 66 44. 62 0. 04

6 44. 72 44. 56 0. 06

7 44. 74 44. 55 0. 19

8 44. 70 44. 55 0. 15

9 44. 82 44. 62 0. 20

10 44. 47 44. 67 - 0. 20

11 44. 48 44. 46 - 0. 18

12 44. 62 44. 70 - 0. 08

13 44. 64 44. 71 - 0. 07

14 44. 66 44. 71 - 0. 05

15 44. 72 44. 73 - 0. 01

16 44. 74 44. 70 0. 04

17 44. 70 44. 70 0. 00

18 44. 82 44. 71 0. 11

　　从表 1 可知 ,误差能够满足预测要求 ,说明混

沌时间序列作短期多步预测是可行的 ,并且预测精

度较高。从误差数据的大小分布来看 , 前 5 步的

预测精度都非常高 ,但随着预测时间和步长的增多 ,

预测误差越来越大 ,这个结论与混沌时间序列的本

质特征是相符的。因为 ,一方面混沌时间序列的确

定性表明许多混沌现象短期是可以预测的;另一方

面 ,混沌现象所固有的对初值敏感性又意味着预测

能力受到根本性限制。混沌现象长期是不能预测的。

4　结语

加权一阶局域法多步预测模型是基于一步预

测模型的近一步推广 ,预测结果表明 ,多步预测模

型预测精度较高 。但同时可以看出混沌系统的耗

散性和对初值的极端敏感性 ,在短期内精度高 ,随

着预测时间的增长 ,预测精度逐渐下降 。同时正的

最大 Lyapunov 指数存在表明:地下水位观测序列

中除了通常认为的趋势性 、周期性及随机扰动性成

分外 ,还存在较为明显的混沌成分。混沌系统的不

可长期预测性决定了地下水位的不可长期预测 。

不同地下水位序列对应不同的最大 Lyapunov 指

数 ,所以不同的序列存在不同的最大预测步长。尽

管可以进行多步预测 ,但预测长度仍是非常有限

的;基于混沌成分的存在 ,地下水位的预测方法研

究不能局限于原有的趋势性 、周期性外延方法的研

究上 ,应该考虑混沌理论与其他非线性动力系统的

相关理论进行结合 ,这应该是一个积极可行的研究

方向。
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