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摘要:基于等分圆弧滑面的简化条件 ,采用土塑性极限分析理论 , 建立了土质边坡极限分析模型 , 并推导得到了

土质边坡稳定系数计算公式。该方法考虑了圆弧滑面的内能耗散率作用和边坡土体自重荷载 、地震惯性力及孔

隙水压力所做的外功率作用 ,可以解决土质边坡稳定性分析问题 , 是一种改进的土质边坡稳定性评价极限分析

方法。
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Abstract:Based on the sim plified assumption of equidistant circula r slip surface , the model of limit analy sis fo r

so il slope stability can be e stablished , the fo rmula fo r computation o f safe ty facto r can be obtained when the

theo ry of soil plasticity limit analy sis is used.The method had considered not only the effect o f the energ y

dissipation rate produced in the slip surface , but also the effect o f the w ork rate produced by selfweight , seismic

force and po re w ater pressure.I t is a modified method o f soil plasticity limit analysis , and can be used to evalua te

the stability of soil slope.
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0　引言

土质边坡的稳定性分析方法概括起来可以分

为工程地质分析方法 、刚体极限平衡分析方法 、数

值方法和极限分析方法[ 1-2] ,此外 ,概率方法和边坡

动力分析方法也取得了很大发展。

极限分析方法与其他几种分析方法相比是一

种较新的方法。最早由 Drucker 和 Prage r提出 ,将

静力场和运动场结合起来提出了极值原理 ,从而建

立了土体极限分析理论 ,为边坡极限分析方法开辟

了新的途径[ 3] 。此后 , Chen W F 对极限分析法在

边坡稳定性问题中的应用进行了探讨[ 4] ;陈祖煜研

究了土质边坡塑性极限分析多楔体破坏机制 ,并推

导得到了上限解[ 5] ;Donald I B and Chen Z Y运用

能量法和最优化原理 ,得到了土质边坡和岩质边坡

稳定性分析的上限解 ,并编制了计算机程序 EMU

搜索极限状态时的最危险滑移面
[ 6-7]
。

极限分析法的基本思想是变形协调和塑性力



学上限定理 ,其核心是从功能平衡途径求解边坡稳

定性稳定系数。笔者通过对极限分析法
[ 8-9]
进行改

进 ,提出了等分圆弧滑面的土质边坡极限分析方

法 ,并推导出在考虑土条自重 、地震力和孔隙水压

力 3种工况条件下的稳定系数计算公式 。

1　极限分析上限解原理[ 10-11]

1.1　极限分析上限定理的基本假定

理想刚塑性体和理想弹塑性体在荷载作用下 ,

当荷载达到某一数值并保持不变时 ,物体将发生

“无限”的变形 ,或者说物体已进入塑性流动状态。

在小变形的假设条件下 ,通常所称的极限状态可以

理解为开始产生塑性流动时的瞬间状态 ,此时的变

形仍然是很小的。极限状态对应的荷载称为极限

荷载 。

由于在极限状态下应力场不变 ,而应变率的弹

性部分等于零 ,所以在极限状态下 ,物体只有塑性

变形的增加。这表明在极限状态下 ,理想刚塑性体

与理想弹塑性体都有εij =εPij或 dεij =dεPij ,即在极限

状态下 ,总应变率等于塑性应变率 。因此 ,在小变

形条件下 ,理想刚塑性体和理想弹塑性体得到的极

限状态是一致的 ,极限荷载也相同 ,但变形不同。

在岩土工程中 ,岩土材料通常采用(Coulomb)

材料的屈服函数 ,相应的岩土材料服从库仑屈服条

件。库仑屈服函数有两种表达方式 ,分别为

F =τ-c-σn tan φ (1)

式中:c表示材料的粘聚力;σn 表示法向应力;τ表

示剪应力;F 表示屈服函数。

F =c cos φ+1
2
(σ1 +σ3)·

sinφ-1
2
(σ1 -σ3) (2)

式中:σ1 、σ3 分别表示最大主应力和最小主应力;φ

表示材料的内摩擦角 。

在塑性流动状态或屈服状态下 ,根据土塑性理

论可知 ,屈服应力与塑性应变之间没有直接的关

系。因此 ,需要确定的不是应变 ,而是应变率。屈

服应力与相应的塑性应变率之间的关系可由库仑

材料服从的相关联流动法则(Associative F low

Rule)确定。根据库仑材料屈服函数的两种表达方

式 ,屈服应力与相应的塑性应变率之间的关系也有

两种表达方式 ,分别为

﹒γ
P

﹒ε
P
n
=
 F
 τ
 F
 σn

(3)

式中:﹒γ
P
表示塑性应变率 ﹒ε的剪切应变率分量;

﹒εPn 表示塑性应变率 ﹒ε的法向应变率分量 。

将库仑材料的屈服函数式(1)代入式(3)可得

﹒γP

﹒εPn
=

1
tan φ

(4)

﹒εP1
﹒ε
P
3
=
 F
 σ1

 F
 σ3

(5)

式中:﹒ε
P
1 、﹒ε

P
3 分别表示最大主应力σ1 和最小主应力

σ3 对应的塑性应变率。

将库仑材料的屈服函数式(2)代入式(5)可得

﹒εP1
﹒ε
P
3
=1 -sin φ

1 +sin φ
(6)

　　由假设条件得到式(4)和式(6),可以说明库仑

材料(岩土材料 , φ≠0)发生塑性流动时 ,体积应变

不等于零 ,产生了剪胀现象 。这种剪胀现象必然伴

随着内能的耗散 ,并且内能的耗散是由外力(包括

自重 、地震力和孔隙水压力)做功产生的。

1.2　虚功率方程

物体在极限荷载下产生的几何变形很小(符合

小变形的假设),而小变形假设则意味着可以采用

以速率形式表示的虚功方程 ———虚功率方程 ,其公

式可为

∫ΨWv ＊dΨ+∫ATv ＊dA =∫Ψσ＊ij ﹒ε＊ij dΨ (7)

式中:Ψ表示塑性变形区;A表示物体的边界;W 表

示物体的自重荷载;T 表示作用在物体上的外荷

载;v
＊
表示速度场;σ

＊
ij 表示应变率 ﹒ε

＊
ij 所对应的

应变。

1.3　极限分析上限定理

极限分析上限定理的定义是在所有机动可能

的速度场对应的荷载中 ,极限状态的荷载是其中最

小的一个 ,或者说 ,根据上限定理求得的荷载值是

极限破坏状态荷载的一个上限值 。由上限定理可

知 ,如果物体按某一形式破坏 ,即存在内力功不比

外力功大的变形状态 。由于此时物体已经破坏 ,由

此所得的荷载一般为极限荷载的上限 。在应用上

限定理时 ,一是先假定一个破坏速度场 ,这样的速

度场要求相邻条块的位移是协调的 ,并且条块的移

动不能导致其重叠或分离 ,也就是说速度多边形要

闭合;二是要求外力在假定的速度场上做正功;三

是利用内力功与外力功相等的原理求出与破坏速

度场对应的荷载 。由此所得的荷载值不会小于真

实的极限荷载。
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2　等分圆弧滑面极限分析上限解

2.1　等分圆弧滑面极限分析上限解

根据极限分析上限定理 ,可以建立等分圆弧滑

面边坡模型(图 1)。由于各滑弧等长 ,所以圆心角

都相等 ,记为α。在均质土坡的条件下 ,各滑弧段的

参数 c、φ、l相等 ,可以大大简化极限分析公式的推

导 ,并且可以直接和瑞典圆弧法进行计算结

果比较。

①～ ⑤分别表示第 1至第 5个土条 ,

α1 ～ α5为第 1至第 5个土条滑弧倾角

图 1　等分圆弧滑面边坡模型

Fig.1　Model for Slope with Equidistant Circular Slip Surface

极限分析上限定理假定各土条是刚塑性体 ,所

以在边坡变形破坏过程中 ,土条内部没有能量的耗

散 ,能量的耗散只发生在滑面上 。依据变形协调和

机动可能速度场理论 ,可以得到相邻土条的速度递

推公式

vi =vi-1
cos(φ-αi-1)
cos(φ-αi)

　　　　 (8)

　　等分圆弧的条件使得各相邻滑弧的倾角具有

等差数列规律 ,即αi =α1 -(i-1)α,联立公式(8),

可以表示为第 1个土条速度 v 1 和土条滑弧倾角 α1

的表达式

　　vi =v1
cos(φ-α1)
co s(φ-αi)

=

v1
cos(φ-α1)

cos[ φ-α1 +(i -1)α]
(9)

2.2　上限解推导

为了得到土质边坡极限分析上限解的稳定系

数公式 , 需要根据外部作用荷载 、土体自重所做的

外功率与滑面塑性变形区的内部能量耗损率相等

的条件———虚功率原理 , 建立起边坡处于极限状

态的虚功率方程。作用于土质边坡的荷载包括自

重荷载 、地震惯性力和孔隙水压力。地震惯性力

主要考虑水平分量 , 可以采用拟静力法计算不同

烈度的水平地震惯性力 。孔隙水压力是一种特殊

的外部作用荷载 , 其影响也是一个很重要的因素

(图 2), 当知道地下水位线分布后 , 滑面上的孔隙

水压力也可以通过计算得到 。由土体自重W 、水

平地震惯性力 E 、孔隙水压力 u所做的外功率计

算为

W ext =∑
n

i =1

W i v i sin(αi -φ)+∑
n

i=1

E i v i ·

cos(αi -φ)+∑
n

i=1

ui v i l sinφ (10)

图 2　外荷载分布

Fig.2　Distribution of External Loads

　　在土条为刚塑性体的假设条件下 ,土条内部没

有能量耗损 ,这样边坡变形破坏过程中能量的耗散

主要发生在滑面上 ,其计算为

Dint =∑
n

i=1

l cv i cos φ (11)

　　虚功率方程是建立在边坡临界极限状态条件

下的 ,为了使边坡处于临界破坏状态 ,可以采用超

载系数的方法 ,即假定坡体力学参数不变的前提

下 ,逐级增加荷载 ,通过计算土质边坡临界失稳对

应荷载与正常工作荷载之比来推求稳定系数 。这

个过程可用公式 FWext =Dint表示 ,联系式(10)和式

(11),可以得到等分圆弧滑面土质边坡极限分析法

稳定系数公式

F =[ ∑
n

i=1

l cv i cos φ/ ∑
n

i=1

W i v i sin(αi -φ)] +

[ ∑
n

i=1

l cv i cos φ/ ∑
n

i=1

E i v i cos(αi -φ)] +

(∑
n

i=1
l cv i cos φ/ ∑

n

i=1
ui v i l sinφ) (12)

式(12)右边分子和分母中都含有 vi ,因此可以用式

(9)表示为 v1 后 ,然后消除掉所有的速度项。考虑

土质边坡在自重荷载 、自重荷载+水平地震力 、自

重荷载+孔隙水压力 3种工况 ,则可以推导出各自

的稳定系数计算公式(表 1)。
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表 1　不同工况条件下稳定系数表达式

Tab.1　Formulas of Safety Factor

in Different Working Conditions

序号 工况条件 稳定系数计算公式

1 自重荷载 F =

lc cosφ∑
n

i=1

sec βi

∑
n

i=1

W i t an βi

2
自重荷载+

水平地震力
F =

lc cos φ∑
n

i=1
sec βi

∑
n

i=1
W i(tan βi +kh)

3
自重荷载+

孔隙水压力
F =

lc cosφ∑
n

i=1
sec βi

∑
n

i=1
W i t an βi + l sinφ∑

n

i=1
ui s ec βi

注:βi =α1 -(i-1)α-φ;kh 表示水平地震影响系数 , Ⅶ 、 Ⅷ 、Ⅸ 度

为地震烈度 ,分别取 0.1 、 0.2 、 0.4

3　算例分析

应用 Fredlund D G , Krahn J[ 12] 的一个典型土

质边坡为例 ,土的物理参数为:粘聚力 29 kPa ,内

摩擦角20°,重度 18.8 kN ·m-3 ,坡面坡度为1∶2 ,

验算滑面取圆弧 ,圆心坐标为(16.1 , 27.54),采用

等分圆弧分条 ,共分 10个土条 ,每个土条对应圆心

角和弧长分别为 9.7°和 4.13 m 。计算剖面的几何

和力学模型如图 3 、4 ,参数选取见表 2。

采用本文方法 ,在不考虑地震作用和考虑不同

烈度地震作用下 ,用笔者所编计算机程序对该边坡

进行稳定性计算 ,稳定系数计算结果见表 3。

在天然状态条件下 ,运用等分圆弧滑面土质边

坡极限分析法计算得到的稳定系数为 2.120 , 比其

他2种方法计算结果略大 , 但是相差仅为1%～ 2%。

图 3　验算剖面的几何模型

Fig.3　Geometrical Model of Computation Profile

图 4　验算剖面的力学模型

Fig.4　Mechanical Model of Computation Profile

表 2　验算剖面数据

Tab.2　Data of Computation Profile

分条号 面积/m2
重度/

(kN ·m-3)

条块质量/

(kN ·m-1)

粘聚力/

kPa

1 3.677 15 18.8 69.130 42 29

2 13.350 09 18.8 250.981 7 29

3 24.459 03 18.8 459.829 7 29

4 31.241 56 18.8 587.341 3 29

5 34.831 48 18.8 654.831 8 29

6 34.393 83 18.8 646.604 29

7 29.618 99 18.8 556.836 9 29

8 20.865 21 18.8 392.266 29

9 10.293 42 18.8 193.516 3 29

10 3.419 247 18.8 64.2818 4 29

分条号
内摩擦

角/(°)
等分弧

长/m
等分弧圆

心角/(°)
等分弧

倾角/(°)
βi

1 20 4.13 9.7 63.0 43.0

2 20 4.13 9.7 53.3 33.3

3 20 4.13 9.7 43.6 23.6

4 20 4.13 9.7 33.9 13.9

5 20 4.13 9.7 24.2 4.2

6 20 4.13 9.7 14.5 -5.5

7 20 4.13 9.7 4.8 -15.2

8 20 4.13 9.7 -4.9 -24.9

9 20 4.13 9.7 -14.6 -34.6

10 20 4.13 9.7 -24.3 -44.3

表 3　稳定系数计算结果对比

Tab.3　Calculating Results of Safety Factor

序号 计算方法 稳定系数 计算条件

1 Morgen stern-Price 法 2.096 不考虑地震作用

2 Spencer 法 2.079 不考虑地震作用

3
等分圆弧滑面土质

边坡极限分析法

2.120 不考虑地震作用

1.607 Ⅶ 度地震烈度　

1.294 Ⅷ度地震烈度　

0.931 Ⅸ 度地震烈度　

因为该方法公式推导的原理是极限分析上限定理 ,

计算结果只是稳定系数的一个上限值 ,所以结论值

略大是合理的。3种方法的计算结果均显示 ,该验

算剖面在天然状态条件下 ,整体上是稳定的。在考
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虑地震作用影响时 ,当选取烈度为 Ⅶ 度时 ,稳定系

数计算结果为 1.607 , Ⅷ度时下降为 1.294 , Ⅸ时仅

为 0.931<1.0 ,说明边坡在 Ⅸ度烈度条件下会产生

失稳破坏 。作为一种新的计算方法 ,其适用性和有

效性尚需要今后在实际应用中验证和完善。

4　结语

等分圆弧极限分析方法对土质边坡极限分析

法做了有意义的改进 ,使塑性极限分析理论解决土

质边坡稳定性问题变得较为简洁实用。特别需要

指出的是 ,该方法假定土体材料为刚塑性体 ,运用

极限分析上限定理 ,以等分圆弧滑面作为指导思

想 ,实现了公式推导的简化。在考虑自重荷载 、自

重荷载+水平地震力 、自重荷载+孔隙水压力 3种

不同工况条件下 ,分别推导得到了相应的稳定系数

计算公式。算例与经典 Spencer 法 、Morgenste rn-

Price 法的计算结果对比显示 ,该方法用于计算土

质边坡稳定系数具有一定的实用性及应用前景。
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